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正標数アフィン代数曲線に対する Abhyankar 予想は、1994 年に Raynaud と Harbater によって肯定
的に解決された. Abhyankar 予想とは、有限次不分岐被覆に対する逆ガロア問題、すなわち「どの有
限群がガロア群として実現可能か？」を問うものであり、1957 年に Abhyankar が正標数アフィン代
数曲線の場合にその予想的な解答を与えた. 本学位論文では、有限次純非分離被覆に対して類似の問題
を定式化し、主結果として部分的な解答を与える. Abhyankar 予想及びその純非分離類似は正標数の
代数曲線の「基本群」の理解がその研究動機となっている.  
位相空間の基本群は、固定された基点を通る空間内のループのホモトピー同値類全体の成す群として
定義される. また被覆変換群としての役割も持ち、不分岐被覆空間のガロア理論を統制する. 代数多様
体の代数的基本群は、位相空間の基本群の一般化として 1960 年代に Grothendieck により導入された. 
代数的基本群は有限次不分岐被覆のガロア理論を統制する副有限群として定義される. 標数 0 の代数閉
体上において、代数的基本群はその代数多様体に付随する複素多様体の基本群の副有限完備化として
記述することができる. 一方、正標数𝑝𝑝 > 0の場合、状況が異なっており、例えばアフィン直線𝔸𝔸𝑘𝑘1とい
う最も単純な代数多様体の場合ですら、その基本群の記述は知られていない. 冒頭で述べた
Abhyankar 予想は正標数アフィン代数曲線の代数的基本群の部分的な記述を逆ガロア問題の観点から 
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与えるものである. 実際、その代数的基本群の有限商全体の成す集合の簡明な記述を与える.  
Abhyankar 予想（Raynaud−Harbater の定理）𝑘𝑘を標数𝑝𝑝 > 0の代数閉体とする. 𝑋𝑋を𝑘𝑘上の射影正規代
数曲線とし、その種数𝑔𝑔とする. 𝑛𝑛 > 0を正の自然数とし、𝑈𝑈を𝑋𝑋から𝑛𝑛点除いて得られるアフィン代数曲
線とする. このとき、与えられた有限群𝐺𝐺に対して以下の条件（♯）は𝐺𝐺が𝑈𝑈の代数的基本群の商として
現れるための必要十分条件を与える. 
（♯）𝐺𝐺の最大 prime-to-p 商𝐺𝐺(𝑝𝑝′) = 𝐺𝐺/𝑝𝑝(𝐺𝐺)が高々2𝑔𝑔 + 𝑛𝑛 − 1個の生成元を持つ. 
以上. 
1980 年代、Nori は Grothendieck の代数的基本群の一般化として基本群スキームと呼ばれる不変量
を導入した. 基本群スキームは代数多様体の有限平坦主束を分類する副有限群スキームとして定義され
る. 標数 0 の体上の場合は新たな不変量を与えないが、正標数𝑝𝑝 > 0の場合には、純非分離主束などの
不分岐ではない平坦主束が現れるため、基本群スキームの方が代数的基本群よりも元の代数多様体の
情報を多く持っている. 代数的基本群などの副有限群の構造の理解の為に逆ガロア問題に取り組むこと
は常套手段であり、基本的な問題と言える. しかし、これまで Nori の基本群スキームに関しては、こ
の側面からの研究はほとんどなされていなかった. そこで本学位論文では基本群スキームの構造の理解
を目的として逆ガロア問題の観点から議論を進めていく. 特に Abhyankar 予想の純非分離類似、すな
わち正標数アフィン代数曲線に対して、「どの有限純非分離群スキームが基本群スキームの有限商とし
て実現可能か？」という問題に対して考察を行う.  
本学位論文の内容及び主結果について説明をする. 第 1 章では古典的な Abhyankar 予想の概説を行
う. Abhyankar 予想は Raynaud がアフィン直線の場合に、Harbater が一般の場合に解決した. 
Raynaud 以前の Nori 及び Serre による部分的な結果についても本章で主張を復習する. Serre の結果
はアフィン直線𝑈𝑈 = 𝔸𝔸𝑘𝑘1に対する予想が可解群に対しては正しいという事実を含む. また Raynaud の証
明の中でも利用されており、予想解決の第一の躍進を与えたものと位置付けられてる. 予想の解決に
は、Rigid（または Formal）Patching や安定曲線の理論が用いられている. 不分岐ガロア被覆の
Patching による構成は Harbater によりその基礎理論が築かれた. ここでは Raynaud 独自の手法であ
る安定曲線を利用した構成について紹介する.  
第２章では Nori の基本群スキームの理論の復習を行う. 基本群スキームの基礎理論は、2010 年代に
入ってから Borne−Vistoli によって基本束（fundamental gerbe）の言葉を用いて整理された. 本学位
論文でもそれに従う. 基本束の定義を復習した後、その淡中基本群としての解釈について議論を行う. 
これにより基本束あるいは基本群スキームの問題が線型代数の言葉で解釈できるようになる. 基本群ス
キームの淡中基本群としての解釈は、元々Nori 自身が固有代数多様体に対して与えていた. その後、
2012 年に Esnault−Hogadi が固有とは限らない平滑代数多様体の場合に、2017 年に Tonini−Zhang が
さらに一般の場合に、淡中圏論的解釈を与えた. 後半ではこれについて復習を行う.  
第３章では有限線型簡約主束及びそれらを分類する tame 基本束について論じる. 古典的な
Abhyankar 予想において代数的基本群の最大 prime-to-p 商が重要な役割を果たしている. 実際、与え
られた有限群 G が代数的基本群の有限商として実現可能かどうかは prime-to-p パート𝐺𝐺(𝑝𝑝′)を見れば十
分である、ということを予想は主張していた. 本学位論文の主題である純非分離類似においても基本群
スキームの最大線型簡約商が出発点となる. 本章ではまず始めに正標数𝑝𝑝 > 0代数曲線の有限線型簡約
主束の持ち上げ問題について議論を行う. Prime-to-p 不分岐被覆の場合は Grothendieck にまで遡り、 
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古典的である. 本章の主結果の一つとして、この Grothendieck の結果を一般の有限線型簡約主束にま 
で拡張する（Theorem 3.2.8）. 最後の節ではその結果を用いて正標数𝑝𝑝 > 0代数曲線の tame 基本束の
ある種のモジュライ依存性を示す（Theorem 3.3.16）. これにより、代数的基本群の最大 prime-to-p
商とは対照的に基本群スキームの最大線型簡約商は代数曲線に大きく依存し得る、という事実を観察
することができる.  
第４章では、本学位論文の主題である Abhyankar 予想の純非分離類似について論じる. 始めに基本
群スキームの最大純非分離商に関して基本的な事実を復習する. その後、Abhyankar 予想の純非分離
類似を定式化する.  
Abhyankar 予想の純非分離類似（Conjecture 4.1.8）𝑘𝑘を標数𝑝𝑝 > 0の代数閉体とする. 𝑋𝑋を𝑘𝑘上の射影
正規代数曲線とし、その𝑝𝑝階数を𝛾𝛾とする. 𝑛𝑛 > 0を正の自然数とし、𝑈𝑈を𝑋𝑋から𝑛𝑛点除いて得られるアフ
ィン代数曲線とする. このとき、与えられた有限純非分離𝑘𝑘群スキーム𝐺𝐺に対して以下の条件（♭）は𝐺𝐺
が𝑈𝑈の基本群スキームの商として現れるための必要十分条件を与える. 
（♭）𝐺𝐺の指標群𝕏𝕏(𝐺𝐺) = Hom(𝐺𝐺,𝔾𝔾𝑚𝑚)が高々𝛾𝛾 + 𝑛𝑛 − 1個の生成元を持つ. 
以上. 
条件（♭）は𝑈𝑈の基本群スキームの最大純非分離線型簡約商の記述から導かれ、その必要性も直ちに
従う. 条件（♭）の十分性が非自明な問題を与える. 実際、古典的な Abhyankar 予想と同様に、逆ガ
ロア問題が線型簡約商だけで解けるか否かを問うものとなっている. 主結果としてこの類似の成立を支
持する部分的な結果を与える. 
主定理（Proposition 4.1.10、Corollary 4.2.16、Theorem 4.2.17）上の記法の下、以下が成立する. 
（1）任意の冪零有限純非分離群スキーム𝐺𝐺に対しては、条件（♭）は十分でもある.  
（2）任意の半単純単連結代数群Σの任意次数𝑟𝑟 > 0のフロベニウス核Σ(𝑟𝑟)はアフィン直線𝑈𝑈 = 𝔸𝔸𝑘𝑘1の基本群
スキームの商として現れる.  
（3）任意階数𝑛𝑛 > 0の一般線型群GL𝑛𝑛の任意次数𝑟𝑟 > 0のフロベニウス核GL𝑛𝑛(𝑟𝑟)は２点抜き射影直線𝑈𝑈 =
ℙ𝑘𝑘
1 − {0,∞}の基本群スキームの商として現れる.  
以上. 
 （1）は Abhyankar 予想における Serre の結果がモチベーションとなっている. （１）は一般のア
フィン代数曲線𝑈𝑈に対して成立するが、群の方に冪零という制限が設けられている. 証明は Serre の手
法と同様で、埋め込み問題の方法で示される.（2）は第 1 章で紹介する Nori の結果の純非分離類似に
相当するものである. 𝕏𝕏�Σ(𝑟𝑟)� = 1であることに注意すると、これも上記の純非分離類似を支持する結果
であると分かる.（3）は（2）の変種と思うべきものであり、𝕏𝕏�GL𝑛𝑛(𝑟𝑟)� = ℤ/𝑝𝑝𝑟𝑟ℤであるため、やはりこ
の結果も条件（♭）の十分性を支持する結果である.（2）及び（3）は有限純非分離主束に対する
Bertini 型の定理（Theorem 4.2.14、Lemma 4.2.19）の帰結として証明される. 本章最後の節 4.3 で
は、結果（1）を分岐制限を科した形にまで精密化する（Theorem 4.3.19）. これは Harbater による
強い形での Abhyankar 予想の純非分離類似を冪零の場合に支持する結果となっている. Harbater は実
際、全ての有限商を実現するためには高々一つの暴分岐だけで十分である、ということを示した. この
方向に議論を進めるために、根スタック（root stack）と呼ばれる代数的スタックを用いる. 実際、
2017 年、Biswas−Borne は根スタック上の有限平坦主束がその粗モジュライ空間の馴分岐主束の候補
を与えることを示している. Theorem 4.3.19 は根スタック上の埋め込み問題を解くことで証明される.  
別 紙 
 
論文審査の結果の要旨 
 
 グロタンディークは代数方程式のガロア理論と位相空間の基本群の理論を統合し、より豊か
にした概念としてスキームのエタール基本群を１９５０年代に導入した。これは標数零の代数
閉体上のスキームであれば位相空間の基本群と同等の情報しか持たないが、正標数の場合はア
フィン直線のような最も簡単な場合ですら極めて複雑となる。アビヤンカはその構造に関する
精密な予想を１９５７年に定式化したが、それが Raynaud, Harbater により解決されたのは１
９９４年であった。（本博士論文の第一章でこの証明が解説されている。）一方、ノリはエター
ル基本群をより豊かにした基本群を１９８０年代に導入した。ノリ基本群は正標数特有の現象
である純非分離被覆の情報まで統制できるという点で、エタール基本群よりも豊富な情報を持
つ。博士論文の第二章でこの理論が解説されている。 
 小田部秀介氏はノリ基本群を用いることで、アビヤンカ予想の純非分離被覆に対する類似を
定式化することに成功した。これは出来上がった予想を見ると極めて自然でありながら、ノリ基
本群が導入されてから４０年、アビヤンカ予想が解決されてからも２０年以上、誰も思いつかな
かったもので、小田部氏の独創性と着眼点の鋭さが光っている。さらに、冪零群と単連結半単純
代数群のフロベニウス核の場合に予想が成り立つことを証明している。これらは古典的アビヤ
ンカ予想に対してセールとノリが与えた結果に対応するもので、予想の蓋然性を強く示唆して
いる。これが第四章の内容であり、博士論文の主結果である。 
 この予想においては線型簡約な有限群スキームに関する Abramovich-Olsson-Vistoli の最近
の結果が重要な役割を果たしていた。しかし、線型簡約な有限群スキームの性質は十分には解明
されていない。小田部氏は彼の予想の妥当性を検証するためにも線型簡約群スキームの性質を
明らかにする必要があると考え、それらに対する主束の（弱い）持ち上げ問題を研究し、肯定的
に解決した。この結果の応用として代数曲線の tame 基本束のモジュライ依存性が示されるが、
これはエタール基本群には見られなかった新しい現象であり、極めて興味深い。線型簡約な有限
群という着眼点は、アビヤンカ予想に関する彼の予想に端を発する彼ならではのもので、高い独
創性があらわれている。この結果は博士論文の第三章に収められている。 
 以上の通り、小田部氏は多くの斬新なアイデアを導入し豊かな数学を創造してきた。これは小
田部氏が自立して研究活動を行うに必要な高度の研究能力と学識を有するのみならず、すでに
一流の研究者として活躍を始めていることを示して余りある。したがって、小田部秀介提出の博
士論文は，博士（理学）の学位論文として合格と認める。 
